ADICIONE FORMULE

Zbir uglova

sin(a + ) =sina cos [+ cosa sin
cos(a + f) =cosacos f—sinasin
1ga +t,
g+ p) =500
l-tga-tgf
ctga-ctgff—1

cigla+ p)=
gl@+p) ctgf+ctga

Razlika uglova

sin(a — ) =sin @ cos f —cosasin

cos(a— ) =cosacos f+sinasin S

tgo —tgf
tg(a—p)=—=>-2"
g@=p) l+tga-tgf

ctga-ctgff+1
cigla—p)= 8L I8P

ctgf —ctga

Primecujete da su formule za razliku uglova iste kao i za zbir uglova samo su promenjeni
znaci!

Naravno, ucenicima je uvek problem da zapamte formule a “bezobrazni’’ profesori im ne
daju da ih koriste iz knjige. Nas je savet da probate da sebi stvorite “asocijaciju’’ koja ¢e
vam pomo¢i da zapamtite odredjenu formulu. Autor ovoga teksta vam nudi svoju
“asocijaciju’’:

Zapamtite dve male “pesmice’’ koje odgovaraju na dve pocCetne formule:
sin(a + f) =sinacos f+cosasin f A cos(a +ﬂ)=cosacosﬂ—sinasinﬂ
“sin - ko viSe ko-si “ “kosi-kosi manje sine-sine”

Uvek prvo piSite ugao o pa S

Za tg(a + f) znamo da je:
sin(a + ) _ sinacos f+cosasin

tgla+p)= (sad gde vidite sinus zamenite

cos(a + f3)  cosa cos f+sinasin
tga-1+1-tgf  tga+1gph
I-1-tgatgf 1—tgatgf

ga sa tangens a kosinus sa jedinicom) =



cos(a+ ) cosacosB—sinasin f

Za ctg(a+p)= = (zamenite sinus sa 1, a kosinus

sin(a + ) sina cos f+cosasin
ctgactgf—1-1  ctga-ctgf—1

sa kotanges) = =
l-ctgf+ctga -1 ctgf+tga

Znaci zapamtili smo “sinko viSe kosi’’ 1 “kosi kosi manje sine sine’’ 1 izveli smo formule
za zbir uglova. Za razliku uglova samo promenimo znake!

1) Nacdi bez upotrebe racunskih pomagala vrednost trigonometrijskih funkcija uglova od
a) 15° b) 75° i v) 105°

a) sin15° = sin(45° —30°)
=sin45° -cos30° —cos 45° sin 30°

2 2 2 2 4
cos15” =cos(45° —-307%)
=c0s45° cos30° +sin 45° sin 30°
V2B V21 2B
T T
tg45° —1g30°

tgl5° =1g(45° -30°) =
& 8( ) 1+tg45°t230°

3 3-V3
=5 T4 343
1+£_3+x/§_3+\/§

3 A

-~ 3-43
= racionaliSemo sa

3-43

B-v3f _9—6x/§+3_12—6\/§_6(2—\/§)_2_ﬁ
2_f3 93 6 6

sin15°

cosl5®

Naravno #g15° smo mogli izracunati i lakSe 7g15° =

1 1 2+\/§_2+\/§:2+\/§

ctgls’ = = . =
& 1g15° 2-43 2443 4-3




b)
sin 75% =sin(45° +30%)

=sin 45° cos30° + cos 45° sin 30°

cos 75° =cos(45° +307)

=c0s45° cos30° —sin 45° sin 30°

2 2 22
V2(V3-1)

4

V23 +1)
sin 75° 4

3+1 . T
tg75° = = = = (moramo opet racionalizaciju)
8 Toos7 T V2W3-1) Aol b :

4

G+l 341 3424341 4+243  22+43)
V3-1 43+1 3-1 2 2
1 I 2-43_, 53

ctg75’ = =

1075 243 2-3

v) sin105% =sin(90° +15%) = sin(%HS”j = (imamo formulu) =cos15° =

V2(\3+1)
4

(a ovo smo ve¢ nasli) =

Naravno, isto bismo dobili i preko formule sin105° = sin(60” + 45”)

_N2GB-1
4

cos105° :cos(%+15"j:—sin15” =
tg105° =tg(§+15”j = —ctg15° =—(\2 +/3)

ctg105° = ctg(%+15”j = —1g15° =—(\/2=3)

opet ponavljamo da moze i ideja da je tg105° = £g(60° +45°) ...itd.



2)

a) Proveri jednakost sin 20° cos10° + cos 20 sin10° :%
sin 20” cos10° +cos 20° sin10° = (ovo je: sina cos f+cosasin B =sin(a + f))
=sin(20° +10°) =sin 30° =%

NG

b) cos47° cos17’ +sin47°sinl17° = —

cos47° cos17’ +sin47°sin17’ = (ovo je: cosacos f+sinasin f=cos(a—f))
=co0s(47°—=17%)=cos30° = %
y . . 3 5. /4 3z
3) IzraCunati sin(a + f), ako je sina =+§,cos,6’=—ﬁ lae 5,7[ ,Pe 72',7

sin(a + ) =sina -cos f+cosq -sin

Znaci “fale’” nam cose 1 sin . Njih ¢emo nadi iz osnovne indenti¢nosti:

sin’ o +cos’ a =1 sin® f+cos’> B =1
cos’a =1-sin’ & sin’> f=1-cos’ S8
2 2
3 5
cos’a=1-|= sin g=1-|-=—
5 p 13
cos’a =1-—- sinz,[)’:169_25
25 169
costa =222 sinz,b’:ﬂ
25 169

16
cos’a=— sin 8=+ /ﬁ
25 p== 169
[16 12
cosa==,— i .
25 sin 5

4 ovde su sinusi negativni T &zl 5,
cosa =t— i —
5 . 12 w2
sin f =——
13

Dal da uzmemo + ili — to nam
govori lokacija ugla ( «€itamo» ih na y-osi)

Vs
ae|l—,x
(2 j

- T, . . N 4
Ovde su kosinusi negativni!(«fitamo» ih na x-osi) Znacidaje |cosa = -3




Vratimo se da izratunamo sin(a + /[ )
sin(a+,6’)=§- —i + _i _2 =_1_5+§:2
5 13 5 13 65 65 65

. . V4 D 12 . V4
4) IzraCunati tg Z+a za koje je sma:E 1 ae E,ﬂ'

V4
gl — |+t
V4 g(4) £ l1+1ga
SRy b2 :l—t o
l—tg(4)-tga g

, zna¢i moramo naci coso

e sina
Posto je tga =
cosa

sina+cos’a =1 12
2 13
tgo =13
[Ej +cosla=1 J 5
13 33
) 144 12
cos a—l—@ tgor =——
cos’ g = 169-144 Vratimo se u zadatak:
169 1
coszazg ol o _:
169 Sl T T 12
1+—
25 5
cosa =+,|—
169 ;7
5 T 5
cosa 53 g(4 j 17
5

Daliuzeti+ili—? « e(g,ﬁj

Ovde su kosinusi negativni! («¢itamo» ih na x-osi)

Dakle :
cosg =——

13




5) Ako su i f ostri uglovi i ako je tgx :%i tgf :% pokazati da je o+ f :%

ReSenje:

Ispitajmo koliko je tg(a+ ) ="?

re(ar+ ) = iga+tgf 2
¢ l-tgatgff | _

Znaci: tg(a+ f)=1, ovo je moguce u 2 situacije: a+ =45 ili a + S =225° posto su
a1 B ostri uglovi, zaklju¢ujemo:

a+p=45 . a+,6’=%

6) Dokazati da je (2+3tg°y)tg(x—y)=tgy, ako je 2tgx—3tgy =0

ReSenje:

(2+31g°y)ig(x—y) =

(2+31g°y)- 287 _ (hosto je 2tgx—3tgy = 0 zakljudujemo rgx = &)
1+tgxtgy 2

L
2
2+31g°y) —5— =
1+3tﬂ-tgy

3tgy —2tg

243tg’y) —2 =
( g'y) 2+3tg2y

M.M:%y

Ovim je dokaz zavrSen.



7) Dokazati identitet:

sin(a+ )  tga+igf
cos(a— /) 1+ tgatg

ReSenje:

sin(a + ) sinacos f+cosasin B
cos(d—f) cosacosf+sinasinf

sina sin B
_ W( +008ﬂj _ _iga+igh

cosa
sina sin f l+tga-tgf
cosa cosf

=(sada ¢emo izvucéi: cosacos £ igoreidole)

co sﬁ(l+

\/E-l-l 1 ( ﬂj V4
8) Akoje tga=———,1¢f=—= 1 a,f €| 0,— |, dokazatidaje a—f=—
) Ako je 1g 21 gp 7 B 5 J B 2

ReSenje:
Sredimo prvo izraze tga 1 tgf

tga (izvr§imo racionalizaciju)

N2 +1
J2-1
2
V241 V2 +1 (*/5”) 24242 +1
[’ga: . = 3 =
V21 V241 7o 2-1

tga =3+2/2

)= tga—tgf

Dalje koristimo formulicu: tg(a
l+tga-tgp



3+2\/_—£

_ﬁ):lf?;%ﬂﬂ: = 2 ) je zajednicki i gore i dole=
S 1+7(3+2\/§)

6+42-\2 6432 6+342
2 2 1]

= 2 = = -
g+3\/5+§ 6+3v2 643
2 2 2 2 >

tg(a

Dakle tg(a— ) =1, to nam govori da je  — =45 ili ¢ — f =225. Posto u zadatku
kaze daje a,f € [0,%} zakljuCujemo o — =45 tj. a— f :% Sto je i trebalo

dokazati!



